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Çàäà÷è è ðåøåíèÿ.

Îëèìïèàäíûå øêîëû ÌÔÒÈ âî âòîðîé ðàç ïðîâåëè îòêðûòûé òóðíèð ïî ìàòåìàòèêå äëÿ
øêîëüíèêîâ ñòàðøèõ êëàññîâ. Öåëü òóðíèðà � ïðèîáùèòü êàê ìîæíî áîëüøåå êîëè÷åñòâî
øêîëüíèêîâ ñî âñåé Ðîññèè ê ðàçìûøëåíèÿì íàä ñëîæíûìè è êðàñèâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè
çàäà÷àìè, ïîêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòèêà íå îãðàíè÷èâàåòñÿ øêîëüíûìè èëè äàæå âóçîâñêèìè
ó÷åáíèêàìè, à çàäà÷è ñ ïðîñòîé ôîðìóëèðîâêîé ìîãóò èìåòü î÷åíü ñëîæíûå è ñîâåðøåííî
íåîæèäàííûå ðåøåíèÿ.

Ìû ïóáëèêóåì çàäà÷è âìåñòå ñ ðåøåíèÿìè. Íàäååìñÿ, ÷òî âû ïîëó÷èëè îò íèõ òàêîå æå óäî-
âîëüñòâèå, êàê è ìû.

Ïðè ïðîâåðêå ìû ðóêîâîäñòâîâàëèñü îáùèìè êðèòåðèÿìè, ïðèíÿòûìè íà ìàòåìàòè÷åñêèõ
îëèìïèàäàõ. Ëþáîå âåðíîå ðåøåíèå, íåçàâèñèìî îò åãî äëèíû èëè ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà,
îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Ëþáîé ñêîëü óãîäíî äëèííûé òåêñò, íå ñîäåðæàùèé ïðîäâèæåíèé ïî
çàäà÷å, îöåíèâàåòñÿ íóëåì áàëëîâ. Âåðíûé îòâåò áåç îáúÿñíåíèé òàêæå âñåãäà îöåíèâàåòñÿ
íóëåì áàëëîâ.

Çà àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè, åñëè îíè íå âëèÿþò íà õîä ðåøåíèÿ, íàêëàäûâàåòñÿ øòðàô â 1-2
áàëëà. Ëîãè÷åñêèå îøèáêè, ïðîïóñêè âàæíûõ ÷àñòåé â äîêàçàòåëüñòâàõ, øòðàôóþòñÿ ñèëü-
íåå, âïëîòü äî îáíóëåíèÿ áàëëîâ çà çàäà÷ó.

Äëèííûé ïåðåáîð â êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ è äëèííûé ñ÷åò â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ, åñ-
ëè îí íå äîâåäåí äî êîíöà, ïðîäâèæåíèåì íå ñ÷èòàåòñÿ è îöåíèâàåòñÿ íóëåì áàëëîâ. Ðàçáîð
îòäåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà óòâåðæäåíèå òðåáîâàëîñü äîêàçàòü â îáùåì âèäå, òàêæå
îöåíèâàåòñÿ íóëåì áàëëîâ. Â çàäà÷àõ òèïà "îöåíêà+ïðèìåð" îòäåëüíî áàëëû íà÷èñëÿþòñÿ
çà êàæäóþ èç ÷àñòåé äîêàçàòåëüñòâà (çà îöåíêó è çà ïðèìåð).

Êîìàíäà îòäåëåíèÿ ìàòåìàòèêè: Ìåùåðèí Èëüÿ, Êîðîëåíêîâ Âàñèëèé, Ãàðüêóøà Ìàêñèì,
Áàðûøåâ Èãîðü, Êàðàñ¼â Àëåêñåé, Åâòóõîâ Àëåêñàíäð, Ìèðîøíèêîâ Àëåêñàíäð, Ôåäîòîâà
Ìàðèÿ.
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Ìëàäøàÿ ëèãà (8 êëàññ).

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x4 − 2x3 + 3x2 − 2x+ 3 = 0. (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ìåùåðèí Èëüÿ)

Îòâåò: íåò ðåøåíèé.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x4 − 2x3 + 3x2 − 2x + 3 = (x2 − x + 1)2 + 2. À çíà÷èò, èñõîäíîå
óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (x2 − x + 1)2 = −2. Êâàäðàò íå ìîæåò áûòü ðàâåí
îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó, çíà÷èò, óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

Êàê ìîæíî áûëî ýòî çàìåòèòü? Íó, íàïðèìåð, ìîæíî áûëî ðåøèòü óðàâíåíèå x4 −
2x3 + 3x2 − 2x + 1 = 0, ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíòû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñðåä-
íåãî ÷ëåíà, è ïîýòîìó òàêîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì � çàìåíîé
t = x+ 1

x
. Ïîñëå ýòîãî ñòàëî áû âèäíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí â óðàâíåíèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïîëíûé êâàäðàò.

Ìîæíî áûëî ðåøèòü è ñ ïîìîùüþ îáùåãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé 4é ñòåïåíè �
ìåòîäà Ôåððàðè, õîòÿ çäåñü è íåò â íåì íåîáõîäèìîñòè.

2. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò n × n. Èçíà÷àëüíî âñå åãî êëåòî÷êè áåëîãî öâåòà. Òðåáóåòñÿ
çàêðàñèòü íåêîòîðûå êëåòî÷êè ÷åðíûì öâåòîì òàê, ÷òîáû íå íàøëîñü íè îäíîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ïðîõîäÿùèìè ïî ñòîðîíàì êëåòîê, ó êîòîðîãî âñå ÷åòûðå
óãëîâûå êëåòêè îêðàøåíû â îäèí è òîò æå öâåò. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ýòî âîçìîæ-
íî? (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Êîðîëåíêîâ Âàñèëèé)

Îòâåò: Ïðè n = 4.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîé ðàñêðàñêè äëÿ n = 4:

×Á×Á
Á×ÁÁ
×ÁÁ×
Á×××

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî óæå ïðè n = 5 îñóùåñòâèòü òàêóþ ðàñêðàñêó íå ïîëó÷èòñÿ. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ïîëó÷èëîñü. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ñòðîêó òàáëèöû. Â íåé 5 êëåòîê, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ëèáî ÷åðíàÿ, ëèáî áåëàÿ. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ
õîòÿ áû 3 îäíîöâåòíûõ êëåòêè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ÷åð-
íûå (åñëè áû îíè áûëè áåëûìè, òî âñå äàëüíåéøåå ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò àíàëîãè÷íî ñ
çàìåíîé áåëîãî íà ÷åðíîå è íàîáîðîò). Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå 3 ñòîëáöà òàáëè-
öû, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ýòè 3 ÷åðíûå êëåòêè â ïåðâîé ñòðîêå.

Ïîñìîòðèì íà âòîðóþ ñòðîêó. Âñåãî ñóùåñòâóåò 23 = 8 ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü 3 êëåòêè
â 2 öâåòà, íî òå ñïîñîáû, ãäå åñòü õîòÿ áû äâå ÷åðíûå êëåòêè, íàì íå ïîäõîäÿò (èíà÷å
îáðàçóåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê èç 4 ÷åðíûõ êëåòîê ñ ïåðâîé ñòðîêîé). Òîãäà îñòàåòñÿ âñåãî
4 ñïîñîáà: ÁÁÁ, ÁÁ×, Á×Á è ×ÁÁ.

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîé èç ñòðîê 2�5 äîëæåí èñïîëüçîâàòüñÿ îäèí èç ýòèõ ñïîñîáîâ, íî
ïðè ýòîì íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü îäèí è òîò æå ñïîñîá äâàæäû (èáî òîãäà î÷åâèäíî îáðàçó-
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åòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê ñ îäíîöâåòíûìè óãëàìè). Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå
4 ñïîñîáà äîëæíû áûòü èñïîëüçîâàíû ïî îäíîìó ðàçó. Íî òîãäà íåèçáåæíî íàéäåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíèê ñ ÷åòûðüìÿ áåëûìè óãëàìè, íàïðèìåð, èç çà ñòðîê ÁÁÁ è ÁÁ×, ñòîÿùèõ
îäíà íàä äðóãîé.

Ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, òàêàÿ ðàñêðàñêà íåâîçìîæíà.

3. Îäíàæäû â êîøìàðíîì ñíå Ìàêñèìó ïðèñíèëàñü òåîðåìà: åñëè â 30-çíà÷íîì ÷èñëå êàæ-
äàÿ öèôðà íå ìåíüøå 5, à ñóììà 40-õ ñòåïåíåé âñåõ öèôð äåëèòñÿ íà 143, òî è ñàìî ÷èñëî
äåëèòñÿ íà 143. Ïðîñíóâøèñü, Ìàêñèì ðåøèë âûÿñíèòü, âåðíîå ëè çíàíèå ïðèøëî ê íåìó
âî ñíå. Âûÿñíèòå è âû, âåðíà ëè ýòà òåîðåìà. (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ãàðüêóøà Ìàêñèì)

Ñ ýòîé çàäà÷åé ñëó÷èëàñü èíòåðåñíàÿ èñòîðèÿ. Ïîñëå ïðîâåðêè ðàáîò ìû ïîíÿëè, ÷òî
íàø ñîáñòâåííûé îòâåò íà ýòó çàäà÷ó áûë íåïðàâèëüíûì èç-çà äîâîëüíî òîíêîé ëîãè-
÷åñêîé îøèáêè. Òàê ÷òî ìû ñíà÷àëà ïðèâåäåì îòâåò, êîòîðûé ìû îæèäàëè óâèäåòü, è
îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê íåìó. À çàòåì îáúÿñíèì ëîãè÷åñêóþ óëîâêó
è ïðèâåäåì äðóãîå ðåøåíèå, ïðèâîäÿùåå ê ïðîòèâîïîëîæíîìó îòâåòó.

Îòâåò. Íåò, íåâåðíà.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì 30-çíà÷íîå ÷èñëî 858858...858858. Îíî äåëèòñÿ íà 143, òàê êàê 858
äåëèòñÿ íà 143. Åñëè äëÿ ýòîãî ÷èñëà âåðíà òåîðåìà, òî îíà äîëæíà áûòü âåðíà è äëÿ
÷èñëà 858858...858885, ïîëó÷åííîãî èç èñõîäíîãî ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð.
Íî ðàçíîñòü ìåæäó ýòèìè ÷èñëàìè ðàâíà 27, òàê ÷òî âòîðîå ÷èñëî íå ìîæåò äåëèòüñÿ
íà 143. Çíà÷èò, òåîðåìà íåâåðíà.

Êàê ìû óæå ñêàçàëè, ýòî îêàçàëîñü íåâåðíûì ðàññóæäåíèåì. À íà ñàìîì äåëå âåðåí
äðóãîé îòâåò, è âîò ðåøåíèå, ïðèâîäÿùåå ê íåìó. Ìû ïîíÿëè ýòî, ïðîâåðÿÿ ðàáîòó
îäíîãî èç ó÷àñòíèêîâ, êîòîðûé åäèíñòâåííûì èç âñåõ ñóìåë çàìåòèòü ëîãè÷åñêóþ
óëîâêó è îáîñíîâàòü íå òîò îòâåò, êîòîðûé îæèäàëñÿ èçíà÷àëüíî.

Îòâåò. Äà, âåðíà.

Ðåøåíèå. (Àâòîð ðåøåíèÿ � Âîëîâè÷ Åâãåíèé.) Ïîñêîëüêó âñå öèôðû ÷èñëà ëåæàò â
äèàïàçîíå îò 5 äî 9, òî íè îäíà èç öèôð, ðàññìîòðåííàÿ êàê ÷èñëî, íå äåëèòñÿ íà 11.
Òîãäà ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà äëÿ ëþáîé èç öèôð âåðíî a10 ≡ 1 (mod 11), à çíà÷èò, è
a40 ≡ 1 (mod 11). Íî òîãäà ñóììà 40-õ ñòåïåíåé âñåõ öèôð äàåò îñòàòîê 7 ïî ìîäóëþ 11,
à çíà÷èò, íå äåëèòñÿ íà 11 è óæ òî÷íî íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 143.

Çíà÷èò, ÷èñåë ñ òàêèì ñâîéñòâîì, êîòîðîå òðåáóåòñÿ â òåîðåìå, íå ñóùåñòâóåò. Íî òîãäà
òåîðåìà èìååò âèä "ëþáîé ýëåìåíò ïóñòîãî ìíîæåñòâà äåëèòñÿ íà 143". À ýòî, ñîãëàñíî
ïðàâèëàì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, âåðíîå óòâåðæäåíèå, ïîñêîëüêó åãî îòðèöàíèåì áû-
ëî áû "íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî ñ îïèñàííûì ñâîéñòâîì, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà 143", ÷òî
íåâåðíî, êàê ìû ïîêàçàëè.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà âåðíà (õîòü è áåññìûñëåííà).

Êðèòåðèè. Ìû ðåøèëè äàâàòü ïîëíûé áàëë êàê çà îòâåò "äà", òàê è çà îòâåò "íåò",
åñëè îòâåò áûë êîððåêòíî îáîñíîâàí, ïóñòü äàæå ñ âûøåîïèñàííîé ëîãè÷åñêîé îøèáêîé.

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ îñíîâàíèåì AC òî÷êè K è L � òî÷êè êàñàíèÿ
âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè AB è BC ñîîòâåòñòâåííî. Íà ìåíüøåé äóãåKL âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè âûáðàëè òî÷êó T . Îòðåçîê AT ïåðåñåêàåò âïèñàííóþ îêðóæíîñòü
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â òî÷êå R. Ïðÿìûå LT è LR ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ AC â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ AC è XY ñîâïàäàþò. (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Áàðûøåâ
Èãîðü)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ò.ê. òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé, ∠Y AB = ∠XCB, à
KL ‖ AC (KA = LC, AKLC � ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ). Çíà÷èò, ∠KLY = ∠AY L êàê
íàêðåñò ëåæàùèå.

C îäíîé ñòîðîíû, äóãà KR ðàâíà óäâîåííîìó óãëó ∠KLR, à ñ äðóãîé � óäâîåííîìó óãëó
∠AKR (óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé). Òîãäà ∠AKR = ∠AY L, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
÷åòûðåõóãîëüíèê KRY A � âïèñàííûé. Çíà÷èò, ∠Y KA = ∠Y RA.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ∠CLX = ∠BLT = 1
2
^ LT = ∠TRL = ∠Y RA = ∠Y KA. Òîãäà

òðåóãîëüíèêè 4Y KA è 4XLC ðàâíû ïî ñòîðîíå è äâóì óãëàì, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî Y A =
CX, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ó îòðåçêîâ Y X è AC îáùàÿ ñåðåäèíà.

5. Â êîìïàíèè n øêîëüíèêîâ, íåêîòîðûå ïàðû øêîëüíèêîâ ÿâëÿþòñÿ äðóçüÿìè. Âñåãäà
ëè íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ïðè êîòîðîì øêîëüíèêè ñìîãóò âûáðàòü ñåáå
êàæäûé ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó òàê, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå: ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë,
âûáðàííûõ äâóìÿ øêîëüíèêàìè, äåëèòñÿ íà k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè øêîëüíèêè
ÿâëÿþòñÿ äðóçüÿìè? (×èñëà, âûáðàííûå ðàçíûìè øêîëüíèêàìè, íåîáÿçàòåëüíî äîëæíû
áûòü ðàçëè÷íûìè.) (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Êîðîëåíêîâ Âàñèëèé)

Îòâåò. Äà, âñåãäà íàéäåòñÿ.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû � ýòî øêîëüíèêè. Êàæäóþ ïàðó âåðøèí-
äðóçåé ñîåäèíèì êðàñíûìè ðåáðàìè, à âñå îñòàëüíûå ïàðû � ñèíèìè ðåáðàìè.

Îáîçíà÷èì çà m êîëè÷åñòâî ñèíèõ ðåáåð. Êàæäîìó ñèíåìó ðåáðó ïðèñâîèì ïðîñòîå ÷èñ-
ëî. Ïóñòü ýòî áóäóò ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà p1, ..., pm. Êàæäîé âåðøèíå ïðèñâîèì çíà-

÷åíèå f(A) =
P 2

P (A)
, ãäå P � ïðîèçâåäåíèå âñåõ èñïîëüçîâàííûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p1p2...pm,

P (A) � ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ëåæàùèõ íà ñèíèõ ðåáðàõ, íà÷èíàþùèõñÿ â
òî÷êå A (åñëè òàêèõ ðåáåð ó òî÷êè A íåò, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ
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ïóñòîãî ìíîæåñòâà ðàâíî 1). Íàêîíåö, íóæíîå íàì ÷èñëî k = P 3.

Ïðîâåðèì, ÷òî âñå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ. Åñëè äâå âåðøèíû A è B ñîåäèíåíû êðàñ-
íûì ðåáðîì, òî P (A) è P (B) � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, ñëåäîâàòåëüíî, P

... P (A)P (B) è

f(A)f(B) =
P 4

P (A)P (B)
... P 3. Åñëè æå âåðøèíû è ñîåäèíåíû ñèíèì ðåáðîì, êîòîðîìó

ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî q, òî íè f(A), íè f(B) íà q2 íå äåëÿòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîèçâåäåíèå f(A)f(B) íå äåëèòñÿ íà q3.

6. Âèçèðü Ñàìàðêàíäñêîãî Ïàäèøàõà î÷åíü áåñïîêîèòñÿ î òîì, ÷òîáû åãî ïðàâèòåëü âñåãäà
áûë âåñåë è äîâîëåí. Ïîýòîìó îí ÷àñòî èãðàåò ñ íèì â ñëåäóþùóþ èãðó: íà ïîëó â ðÿä îí
ðàñêëàäûâàåò 1001 íàï¼ðñòîê äíîì âíèç, çàòåì ïåðåâîðà÷èâàåò îäèí èç íàï¼ðñòêîâ. Ïà-
äèøàõ ìîæåò âûáðàòü ëþáîé íàï¼ðñòîê, ëåæàùèé äíîì ââåðõ, è ïåðåâåðíóòü åãî ñîñåäåé
(åñëè áûë äíîì ââåðõ � ñòàíîâèòñÿ äíîì âíèç, è íàîáîðîò). Ïàäèøàõ âûèãðûâàåò, åñëè
ñìîæåò òàêèìè äåéñòâèÿìè ïåðåâåðíóòü âñå íàï¼ðñòêè äíîì ââåðõ. Êàêèå èç íàï¼ðñòêîâ
ìîæåò ïåðåâîðà÷èâàòü Âèçèðü ïåðâûì õîäîì, ÷òîáû åãî ïðàâèòåëü èìåë âîçìîæíîñòü
ïîáåäèòü? (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ãàðüêóøà Ìàêñèì)

Îòâåò. Òîëüêî 501-é ïî ñ÷åòó íàïåðñòîê (ò.å. íàïåðñòîê â ñåðåäèíå ðÿäà).

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, êàê Ïàäèøàõó ïîáåäèòü, åñëè ïåðâûì õîäîì áûë ïåðåâåð-
íóò 501-é íàïåðñòîê. Äëÿ ýòîãî åìó íóæíî âûáèðàòü íàïåðñòêè â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:
501; çàòåì 500, 502; çàòåì 499, 501, 503; çàòåì 498, 500, 502, 504; è òàê äàëåå.

Ïðè ïåðâîì "ïðîõîäå", ïîñëå âûáîðà 501-ãî íàïåðñòêà ïåðåâåðíóòûìè îêàæóòñÿ íàïåðñò-
êè 500, 501 è 502. Äàëåå, ïðè âòîðîì ïðîõîäå, ïîñëå âûáîðà 500-ãî ïåðåâåðíóòûìè îêà-
æóòñÿ 499, 500, 502. Ïîñëå âûáîðà 502-ãî îêàæóòñÿ ïåðåâåðíóòûìè âñå íàïåðñòêè ñ 499
ïî 503 âêëþ÷èòåëüíî.

Ïîñëå òðåòüåãî ïðîõîäà áóäóò ïåðåâåðíóòû âñå íàïåðñòêè ñ 497 ïî 505, ïîñëå ÷åòâåðòîãî
� ñ 495 ïî 507, è òàê äàëåå. ßñíî, ÷òî, ïðîäîëæàÿ òàêèå äåéñòâèÿ, Ïàäèøàõ ñìîæåò â
èòîãå ïåðåâåðíóòü âñå íàïåðñòêè ñ 1-ãî ïî 1001-é.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïðè âûáîðå Âèçèðåì íà ïåðâîì õîäå ëþáîãî èíîãî íàïåðñòêà, êðî-
ìå ñðåäíåãî, Ïàäèøàõ íå ñìîæåò ïîáåäèòü. Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
êîíôèãóðàöèè íàïåðñòêîâ íåêîòîðóþ ÷èñëîâóþ âåëè÷èíó. Ïóñòü â äàííûé ìîìåíò ïå-
ðåâåðíóòû íàïåðñòêè ñ íîìåðàìè a1, ..., ak, ãäå ÷èñëà a1, ..., ak çàïèñàíû â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ (à îñòàëüíûå íàïåðñòêè íå ïåðåâåðíóòû). Òîãäà ÷èñëåííûì çíà÷åíèåì òà-
êîé êîíôèãóðàöèè íàïåðñòêîâ ìû íàçîâåì âåëè÷èíó a1 − a2 + a3 − a4 + ...+ (−1)k+1ak.

Ïîñìîòðèì, êàê ìîæåò ìåíÿòüñÿ ýòà âåëè÷èíà ïðè ðàçðåøåííûõ îïåðàöèÿõ. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà âûáèðàåòñÿ íå êðàéíèé íàïåðñòîê (íå 1-é è íå 1001-é). Åñëè îáà åãî ñîñå-
äà áûëè íå ïåðåâåðíóòû, òî ñîîòâåòñòâóþùåå íàøåìó íàïåðñòêó ñëàãàåìîå ai ïîìåíÿåò
çíàê, çàòî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì äîáàâÿòñÿ ñëàãàåìûå ai − 1 è ai + 1. Ýòî çíà÷èò,
÷òî îáùàÿ ñóììà íå ïîìåíÿåòñÿ. Åñëè æå îáà ñîñåäà áûëè ïåðåâåðíóòû, òî, íàîáîðîò,
ñëàãàåìûå ai− 1 è ai + 1 èñ÷åçíóò, çàòî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì äîáàâèòñÿ ñëàãàåìîå
ai, òî åñòü ñóììà îïÿòü íå ïîìåíÿåòñÿ.

Åñëè ëåâûé ñîñåä (ñîñåä ñ ìåíüøèì íîìåðîì) áûë ïåðåâåðíóò, à ïðàâûé íåò, òî ïðîïà-
äåò ñëàãàåìîå ai − 1, ñëàãàåìîå ai ïîìåíÿåò çíàê è ïîÿâèòñÿ ñëàãàåìîå ai + 1 ñ äðóãèì
çíàêîì: (ai− 1)−ai ïåðåéäåò â ai− (ai + 1). Îáùàÿ ñóììà ñíîâà íå ïîìåíÿåòñÿ. Åñëè æå,
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íàîáîðîò, ïðàâûé ñîñåä áûë ïåðåâåðíóò, à ëåâûé íåò, òî âûðàæåíèå ai− (ai +1) ïåðåéäåò
â âûðàæåíèå (ai − 1)− ai. Îáùàÿ ñóììà âíîâü íå ïîìåíÿåòñÿ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âûáèðàþòñÿ êðàéíèå íàïåðñòêè. Ïóñòü âûáèðàåòñÿ
ïåðâûé íàïåðñòîê. Åñëè åãî ñîñåä áûë ïåðåâåðíóò, òî âìåñòî 1− 2 â íà÷àëå ñóììû áóäåò
ïðîñòî 1, à âñÿ äàëüíåéøàÿ ñóììà ïîìåíÿåò çíàê, òî åñòü è âñÿ ñóììà ïîìåíÿåò çíàê.
Åñëè ñîñåä áûë íå ïåðåâåðíóò, òî âìåñòî 1 â íà÷àëå ñóììû ñòàíåò 1−2, à âñÿ äàëüíåéøàÿ
ñóììà ïîìåíÿåò çíàê, òî åñòü âíîâü âñÿ ñóììà ïîìåíÿåò çíàê.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âûáèðàåòñÿ ïîñëåäíèé íàïåðñòîê. Àíàëîãè÷íî ðàçî-
áðàâ äâà âàðèàíòà (ëèáî ñîñåä áûë ïåðåâåðíóò, ëèáî íåò), ìû ïîëó÷èì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ñóììà âñåãäà èçìåíÿåòñÿ íà 1002.

Èòàê, ÷èñëåííîå çíà÷åíèå êîíôèãóðàöèè ïðè ðàçðåøåííûõ Ïàäèøàõó îïåðàöèÿõ ëèáî íå
ìåíÿåòñÿ, ëèáî ìåíÿåò çíàê, ëèáî ìåíÿåòñÿ ðîâíî íà 1002. À çíà÷èò, îñòàòîê îò äåëåíèÿ
ýòîãî çíà÷åíèÿ íà 501 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Íî â êîíå÷íîé êîíôèãóðàöèè (êîãäà âñå
íàïåðñòêè ïåðåâåðíóòû) ÷èñëåííîå çíà÷åíèå áóäåò ðàâíî 1−2+3−4+5−6+...+1001 = 501,
òî åñòü áóäåò äåëèòüñÿ íà 501. À çíà÷èò, è â íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ÷èñëåííîå çíà÷åíèå
äîëæíî äåëèòüñÿ íà 501. Òî åñòü åñëè Âèçèðü ïåðâûì õîäîì ïåðåâåðíåò ëþáîé íàïåðñòîê,
êðîìå 501-ãî, Ïàäèøàõ íå âûèãðàåò.

7. Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî a2 + 2b2 + 3c2 = 1. Íàéäèòå ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2a3 + 3b3 + 4c3. (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ìåùåðèí Èëüÿ)

Çàìå÷àíèå. Åñëè âû ó÷èòåñü íà 2 êóðñå ÌÔÒÈ, òî äëÿ âàñ ýòî äîëæíî áûòü ñòàíäàðò-
íîé çàäà÷åé. Òóò ïîòðåáóåòñÿ âëàäåíèå ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ÷óòü-÷óòü çíàíèé èç
ëèíåéíîé àëãåáðû, à àëãîðèòì ðåøåíèÿ íîñèò íàçâàíèå "ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà".
Ðàçóìååòñÿ, åñëè áû âû ïðàâèëüíî âîñïîëüçîâàëèñü ýòèì ìåòîäîì, ìû áû çàñ÷èòàëè
òàêîå ðåøåíèå. Íî çäåñü ìû ïîêàæåì, êàê ðåøèòü ýòó çàäà÷ó áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèç-
âîäíûõ è âîîáùå áåç âûñøåé ìàòåìàòèêè.

Îòâåò.
12√
407

.

Ðåøåíèå. Ïóñòü α, β, γ > 0 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì
àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì ñëåäóþò íåðàâåíñòâà:

a3 + a3 + α3 > 3αa2;

3

2
(b3 + b3 + β3) >

9

2
βb2;

2(c3 + c3 + γ3) > 6γc2.

Ñëîæèì ýòè òðè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:

2a3 + 3b3 + 4c3 + α3 +
3

2
β3 + 2γ3 > 3α · a2 +

9

4
β · 2b2 + 2γ · 3c2.

Â ýòîì íåðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ: a = α, b = β, c = γ. Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ èñõîäíîé çàäà÷è äîëæíî
áûòü a2 + 2b2 + 3c2 = 1.
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Âûáåðåì α, β, γ òàêèìè, ÷òî 3α = 9
4
β = 2γ = k > 0 è α2 + 2β2 + 3γ2 = 1.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
1

9
+

32

81
+

3

4

)
k2 = 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

3α =
9

4
β = 2γ = k =

18√
407

.

Äàëåå ïîëó÷àåì:

2a3 + 3b3 + 4c3 +

(
6√
407

)3

+
3

2

(
8√
407

)3

+ 2

(
9√
407

)3

>
18√
407

(a2 + 2b2 + 3c2);

2a3 + 3b2 + 4c3 +
6√
407

>
18√
407

;

2a3 + 3b2 + 4c3 >
12√
407

.

Ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè a =
6√
407

, b =
8√
407

, c =
9√
407

.
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Âòîðîé îòêðûòûé òóðíèð Îëèìïèàäíûõ øêîë ÌÔÒÈ ïî ìàòåìàòèêå.

Ìàé 2022.

Ñðåäíÿÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. ×òîáû ïîëó÷èòü òðåõçíà÷íîå ÷èñëî A, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì: èç öèôð 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ñëó÷àéíî âûáèðàþòñÿ òðè ðàçëè÷íûå öèôðû, ïîñëå ÷åãî îíè çàïè-
ñûâàþòñÿ áåç ïðîáåëîâ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Òðåõçíà÷íîå ÷èñëî B ïîëó÷àåòñÿ òàêèì æå
îáðàçîì, íî ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî öèôðà 9 íå ìîæåò áûòü âûáðàíà, òî åñòü èñïîëüçóþòñÿ
ëèøü öèôðû 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ÷èñëî A îêàæåòñÿ ñòðîãî áîëü-
øå ÷èñëà B, åñëè ÷èñëà ïîëó÷åíû ïî âûøåîïèñàííûì ïðàâèëàì? (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë
Ìåùåðèí Èëüÿ)

Îòâåò:
37

56
.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó öèôðû â êàæäîì ÷èñëå çàïèñûâàþòñÿ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, åäèí-
ñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò èñïîëüçîâàòü öèôðó 9 â ÷èñëå A � ýòî ïîñòàâèòü åå íà
ïåðâîå ìåñòî.
Åñëè ÷èñëî A íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû 9, òî îíî òî÷íî áóäåò áîëüøå ÷èñëà B. Âåðîÿòíîñòü
ýòîãî ðàâíà êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ âûáðàòü ÷èñëî A òàê, ÷òîáû îíî íà÷èíàëîñü ñ öèôðû 9,
äåëåííîìó íà îáùåå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü ÷èñëî A. Îáùåå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
âûáðàòü A ðàâíî C3

9 (ò.ê. íàäî âûáðàòü 3 ðàçëè÷íûõ öèôðû èç 9), à êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
âûáðàòü A, íà÷èíàþùååñÿ ñ öèôðû 9, ðàâíî C2

8 (ïîòîìó ÷òî íàäî âûáðàòü 2 öèôðû èç
îñòàâøèõñÿ 8).

Èòàê, â
C2

8

C3
9

= 28
84

= 14
42

= 1
3
îò âñåõ ñëó÷àåâ A òî÷íî áóäåò áîëüøå B. Îñòàâøèåñÿ 1− C2

8

C3
9

= 2
3

îò âñåõ ñëó÷àåâ ñîñòîÿò èç òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà îáà ÷èñëà èñïîëüçóþò ëèøü öèôðû îò 1
äî 8. Ïðè ýòîì, ââèäó ñèììåòðèè, êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ, êîãäà A > B, áóäåò ðàâíî
êîëè÷åñòâó âàðèàíòîâ, êîãäà B > A. Îáùåå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ âûáðàòü ÷èñëà A è B
áóäåò ðàâíî (C3

8)2. Èç íèõ áóäåò ðîâíî C3
8 âàðèàíòîâ âûáðàòü ýòè ÷èñëà òàê, ÷òî A = B.

À çíà÷èò, ââèäó âûøåñêàçàííîãî, ÷èñëî âàðèàíòîâ, êîãäà A > B, áóäåò ðàâíî

(C3
8)2 − C3

8

2
=

(C3
8)(C3

8 − 1)

2
.

À âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ÷òî A > B, ïðè óñëîâèè, ÷òî îáà ÷èñëà ñîñòîÿò ëèøü èç öèôð
îò 1 äî 8, áóäåò ðàâíà

(C3
8)(C3

8 − 1)

2 · (C3
8)2

=
C3

8 − 1

2 · C3
8

=
55

2 · 56
=

55

112
.

Èòîãî, ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, îáùàÿ èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü áóäåò ðàâíà:

1

3
+

2

3
· 55

112
=

37

56
.

2. Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, a3, ... òàêàÿ,
÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êðîìå åäèíèöû, â íåé âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç, à
ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè?
(Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ãàðüêóøà Ìàêñèì)

Îòâåò. Äà, ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå. Áóäåì ñòðîèòü ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàã çà øàãîì. Íà ïåðâîì øàãå íàïè-
øåì ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ê ïðèìåðó, ÷èñëî 2.
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Íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå áóäåì ïðîäîëæàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî òàêîìó ïðàâèëó.
Ïóñòü ïîñëåäíåå âûïèñàííîå ê äàííîìó ìîìåíòó ÷èñëî ðàâíî a, à íàèìåíüøåå íåâû-
ïèñàííîå ê äàííîìó ìîìåíòó ÷èñëî ðàâíî b. Òîãäà âûáåðåì íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå k
òàêîå, ÷òî ÷èñëî kab áóäåò áîëüøå ëþáîãî èç óæå âûïèñàííûõ ÷èñåë. Ïîñëå ÷åãî ïðî-
äîëæèì íàøó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äîïèñàâ â íåå ÷èñëà kab è b.
Ïîÿñíèì ïîäðîáíåå, õîòü ýòî è íåîáÿçàòåëüíî äëÿ ðåøåíèÿ. Íà ïåðâîì øàãå a = 2, b = 3
è k = 1. Òîãäà ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2, 6, 3. Òåïåðü a = 3,
b = 4, k = 1. Ïîñëå âòîðîé èòåðàöèè ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2, 6, 3, 12, 4. Òåïåðü
a = 4, b = 5 è k = 1. Ïîñëå òðåòüåé èòåðàöèè ïîëó÷èì 2, 6, 3, 12, 4, 20, 5. Òåïåðü a = 5,
b = 7 è k = 1. Ïîñëå ÷åòâåðòîé èòåðàöèè ïîëó÷èì 2, 6, 3, 12, 4, 20, 5, 35, 7. È òàê äàëåå.
Èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà â ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áóäóò íå âçàèìíî ïðîñòû. Äåéñòâèòåëüíî, ó ÷èñåë a è kab âñåãäà áóäåò îáùèé äåëèòåëü
a, à ó ÷èñåë kab è b � îáùèé äåëèòåëü b.
Ïî÷åìó ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî âñòðåòèòñÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè? Ïîòîìó ÷òî
íà êàæäîé èòåðàöèè ìû äîáàâëÿåì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàèìåíüøåå èç ÷èñåë, íå âû-
ïèñàííûõ ê äàííîìó ìîìåíòó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷èñëî n òî÷íî áóäåò âûïèñàíî íå ïîçæå
n-é èòåðàöèè.
Ïî÷åìó íèêàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî íå âñòðåòèòñÿ áîëåå îäíîãî ðàçà? Ïîòîìó ÷òî íà
êàæäîé èòåðàöèè ìû âûïèñûâàåì ëèøü ÷èñëà, ðàíåå íå âñòðå÷àâøèåñÿ â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Â ñàìîì äåëå, kab âñåãäà áîëüøå ëþáîãî ïðåäûäóùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
à b ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ âûáðàíî òàê, ÷òî îíî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàíåå íå âñòðå÷à-
ëîñü. (Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî èñïîëüçîâàòü ïðîñòî ab âìåñòî kab íåëüçÿ: ÷èñëî ab ìîæåò
ñëó÷àéíî ñîâïàñòü ñ êàêèì-òî èç ÷èñåë, ðàíåå óæå âûïèñàííûõ.)

3. Ïóñòü Γ � îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòü Ω êàñàåòñÿ îòðåçêà
AB è êàñàåòñÿ Γ â òî÷êå, ëåæàùåé ïî òó æå ñòîðîíó îò ïðÿìîé AB, ÷òî è C. Áèññåêòðèñà
óãëà BCA ïåðåñåêàåò Ω â äâóõ ðàçíûõ òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî ∠ABP = ∠QBC.
(Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Êîðîëåíêîâ Âàñèëèé)

Ðåøåíèå. Ðàñïîëîæèì òî÷êè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè
äðóãîì ðàñïîëîæåíèè çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðîäëèì áèññåêòðèñó ∠C äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îãðóæíîñòüþ Γ â òî÷êå X � ñåðåäèíå äóãè.
Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå Àðõèìåäà òî÷êè X, Y (òî÷êà êàñàíèÿ AB ñ Ω) è Z (òî÷êà êàñàíèÿ
Ω è Γ) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà ZY � áèññåêòðèñà ∠AZB.
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Óãëû ∠XBA è ∠XZA ðàâíû êàê îïèðàþùèåñÿ íà îäíó äóãó, à óãëû ∠XZA è ∠XZB
ðàâíû, ò.ê. ZY � áèññåêòðèñà. Ïîýòîìó 4XY B ∼ 4XBZ, è XB2 = XY ·XZ.

Ðàññìîòðèì ñòåïåíü òî÷êè X îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè Ω: XY ·XZ = XP ·XQ. Çíà÷èò,
XP ·XQ = XB2. Ïîýòîìó 4XBP ∼ 4XQB, è çíà÷èò, ∠XBP = ∠XQB.

∠XBP = ∠ABP + ∠XBA = ∠ABP + ∠XCA;
∠XCA = ∠XCB;
∠XQB = ∠BCQ+ ∠QBC (âíåøíèé óãîë);

Òîãäà
∠ABP + ∠XCB = ∠XBC + ∠QBC;
Îòñþäà ∠ABP = ∠QBC.

4. Â áàíå 2022 êîìíàòû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæåò ïîìåñòèòüñÿ ëþáîå êîëè÷åñòâî ëþäåé.
Â ýòó áàíþ ïðèøëî k ñóïðóæåñêèõ ïàð, â êàæäîé èç êîòîðûõ åñòü ìóæ è æåíà. Íåêîòî-
ðûå ìóæ÷èíû çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì, è íåêîòîðûå æåíùèíû çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì,
ïðè÷åì äâà ìóæ÷èíû çíàêîìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ æåíû çíàêîìû. Ìóæ÷èíû
õîòÿò, ÷òîáû ñ íèìè â îäíîé êîìíàòå áûëè òîëüêî íåçíàêîìûå, à æåíùèíû � íàîáîðîò,
õîòÿò, ÷òîáû ñ íèìè â êîìíàòå áûëè òîëüêî çíàêîìûå. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k ìîæíî
íàâåðíÿêà óòâåðæäàòü, ÷òî âñå îíè ñìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ ïî êîìíàòàì ñ ó÷åòîì âñåõ
ïîæåëàíèé, åñëè íè â êàêîé êîìíàòå íåëüçÿ îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ ëþäÿì ðàçíîãî
ïîëà? (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Êîðîëåíêîâ Âàñèëèé)

Îòâåò. Ïðè k = 2021.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðè k = 2022 âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà âñå îíè íå
ñìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ ïî êîìíàòàì. Ïóñòü ïðèøëî 2022 ñóïðóæåñêèõ ïàðû, ãäå íèêòî
íå çíàåò íèêîãî (êðîìå ñâîèõ ñóïðóãîâ). Òîãäà æåíùèíàì ïîíàäîáèòñÿ õîòÿ áû 2022
êîìíàòû, è åùå îäíà êîìíàòà íóæíà áóäåò äëÿ ìóæ÷èí. Òî åñòü 2022 êîìíàò íå õâàòèò.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïðè k = 2021 îíè âñåãäà ñìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ. Áóäåì äîêàçûâàòü
èíäóêöèåé ïî n ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ïàð n − 1, à êîìíàò n, òî ïàðû âñåãäà
ñìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ ïî êîìíàòàì. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2022 ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Áàçà èíäóêöèè: n = 2, è â áàíþ ïðèøëà âñåãî îäíà ïàðà. Òîãäà ìóæ÷èíà ïðîñòî ïîéäåò
â ïåðâóþ êîìíàòó, à åãî æåíà � âî âòîðóþ.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä: ïóñòü ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî n − 2 ïàðû âñåãäà ìîãóò ðàñïðå-
äåëèòüñÿ ïî n − 1 êîìíàòàì. Äîêàæåì, èñõîäÿ èç ýòîãî, ÷òî n − 1 ïàðà âñåãäà ñìîæåò
ðàñïðåäåëèòüñÿ ïî n êîìíàòàì.

Èòàê, ïóñòü â áàíþ ïðèøëî n − 1 ïàð. Ðàñïðåäåëèì ïåðâûå n − 2 èç íèõ ïî n − 1 êîì-
íàòàì. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ îñòàâøóþñÿ ïàðó. Îáîçíà÷èì çà p êîëè÷åñòâî òåõ ïàð, ñ
êîòîðûìè ýòà ïàðà çíàêîìà, è çàm êîëè÷åñòâî êîìíàò, êîòîðûå óæå çàíÿòû ìóæ÷èíàìè.

Åñëè m > p, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîìíàòà, çàíÿòàÿ ìóæ÷èíàìè, ÷òî âñå ìóæ÷èíû â ýòîé
êîìíàòå íåçíàêîìû ñ ìóæ÷èíîé èç ïîñëåäíåé ïàðû. Òîãäà îí ìîæåò ïîéòè â ýòó êîìíà-
òó, à åãî æåíà � â îñòàâøóþñÿ ïóñòóþ êîìíàòó íîìåð n.
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Åñëè æå m 6 p, òî n− 2− p < n− 1−m. Òî åñòü êîëè÷åñòâî ïàð, ñ êîòîðûìè íåçíàêîìà
íàøà ïàðà, ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî êîìíàò ñðåäè n − 1, íå çàíÿòûõ ìóæ÷èíàìè. Çíà-
÷èò, íàéäåòñÿ òàêàÿ êîìíàòà ñðåäè ïåðâûõ n− 1, íå çàíÿòàÿ ìóæ÷èíàìè, ÷òî â íåé âñå
æåíùèíû � çíàêîìûå äëÿ æåíùèíû èç ïîñëåäíåé ïàðû. Ïóñòü îíà òîãäà ïîéäåò â ýòó
êîìíàòó, à åå ìóæ � â îñòàâøóþñÿ ïóñòóþ êîìíàòó íîìåð n.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä çàêîí÷åí.

5. Âèçèðü Ñàìàðêàíäñêîãî Ïàäèøàõà î÷åíü áåñïîêîèòñÿ î òîì, ÷òîáû åãî ïðàâèòåëü âñåãäà
áûë âåñåë è äîâîëåí. Ïîýòîìó îí ÷àñòî èãðàåò ñ íèì â ñëåäóþùóþ èãðó: íà ïîëó â ðÿä îí
ðàñêëàäûâàåò 1001 íàï¼ðñòîê äíîì âíèç, çàòåì ïåðåâîðà÷èâàåò îäèí èç íàï¼ðñòêîâ. Ïà-
äèøàõ ìîæåò âûáðàòü ëþáîé íàï¼ðñòîê, ëåæàùèé äíîì ââåðõ, è ïåðåâåðíóòü åãî ñîñåäåé
(åñëè áûë äíîì ââåðõ � ñòàíîâèòñÿ äíîì âíèç, è íàîáîðîò). Ïàäèøàõ âûèãðûâàåò, åñëè
ñìîæåò òàêèìè äåéñòâèÿìè ïåðåâåðíóòü âñå íàï¼ðñòêè äíîì ââåðõ. Êàêèå èç íàï¼ðñòêîâ
ìîæåò ïåðåâîðà÷èâàòü Âèçèðü ïåðâûì õîäîì, ÷òîáû åãî ïðàâèòåëü èìåë âîçìîæíîñòü
ïîáåäèòü? (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ãàðüêóøà Ìàêñèì)

Îòâåò. Òîëüêî 501-é ïî ñ÷åòó íàïåðñòîê (ò.å. íàïåðñòîê â ñåðåäèíå ðÿäà).

Ðåøåíèå. Ñìîòðè ðåøåíèå çàäà÷è 6 äëÿ 8 êëàññà.

6. Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî a2 + 2b2 + 3c2 = 1. Íàéäèòå ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2a3 + 3b3 + 4c3. (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ìåùåðèí Èëüÿ)

Îòâåò.
12√
407

.

Ðåøåíèå. Ñìîòðè ðåøåíèå çàäà÷è 7 äëÿ 8 êëàññà.

7. Íà ñòîðîíå CD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD íàðóæó ïîñòðîåí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê
CDE. Íà ïëîñêîñòè âûáðàíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà P . Äîêàæèòå, ÷òî AP+BP+AD > PE.
(Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Áàðûøåâ Èãîðü)

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê BKC íà ñòîðîíå BC âíàðóæó ïàðàë-
ëåëîãðàììà. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè áóäóò ðàâíû
òðåóãîëüíèêè KCE è ADE. Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ òðåóãîëüíèê
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AKE � ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì ∠KEA = 60◦, à çíà÷èò, îí ðàâíîñòîðîííèé.

Ïî òåîðåìå Ïîìïåþ äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà:

PK + PA > PE.

Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà äëÿ 4PBK

PB +BK > PA,

ïðè÷åì BK = AD. Ïîýòîìó PB +BK = PB + AD > PA.
Çíà÷èò,

PE 6 PA+ PK 6 PA+ PB + AD.
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Âòîðîé îòêðûòûé òóðíèð Îëèìïèàäíûõ øêîë ÌÔÒÈ ïî ìàòåìàòèêå.

Ìàé 2022.

Ñòàðøàÿ ëèãà (10 êëàññ).

1. ×òîáû ïîëó÷èòü òðåõçíà÷íîå ÷èñëî A, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì: èç öèôð 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ñëó÷àéíî âûáèðàþòñÿ òðè ðàçëè÷íûå öèôðû, ïîñëå ÷åãî îíè çàïè-
ñûâàþòñÿ áåç ïðîáåëîâ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Òðåõçíà÷íîå ÷èñëî B ïîëó÷àåòñÿ òàêèì æå
îáðàçîì, íî ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî öèôðà 9 íå ìîæåò áûòü âûáðàíà, òî åñòü èñïîëüçóþòñÿ
ëèøü öèôðû 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ÷èñëî A îêàæåòñÿ ñòðîãî áîëü-
øå ÷èñëà B, åñëè ÷èñëà ïîëó÷åíû ïî âûøåîïèñàííûì ïðàâèëàì? (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë
Ìåùåðèí Èëüÿ)

Îòâåò:
37

56
.

Ðåøåíèå. Ñìîòðè ðåøåíèå çàäà÷è 1 äëÿ 9 êëàññà.

2. Â áàíå 2022 êîìíàòû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæåò ïîìåñòèòüñÿ ëþáîå êîëè÷åñòâî ëþäåé.
Â ýòó áàíþ ïðèøëî k ñóïðóæåñêèõ ïàð, â êàæäîé èç êîòîðûõ åñòü ìóæ è æåíà. Íåêîòî-
ðûå ìóæ÷èíû çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì, è íåêîòîðûå æåíùèíû çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì,
ïðè÷åì äâà ìóæ÷èíû çíàêîìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ æåíû çíàêîìû. Ìóæ÷èíû
õîòÿò, ÷òîáû ñ íèìè â îäíîé êîìíàòå áûëè òîëüêî íåçíàêîìûå, à æåíùèíû � íàîáîðîò,
õîòÿò, ÷òîáû ñ íèìè â êîìíàòå áûëè òîëüêî çíàêîìûå. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k ìîæíî
íàâåðíÿêà óòâåðæäàòü, ÷òî âñå îíè ñìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ ïî êîìíàòàì ñ ó÷åòîì âñåõ
ïîæåëàíèé, åñëè íè â êàêîé êîìíàòå íåëüçÿ îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ ëþäÿì ðàçíîãî
ïîëà? (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Êîðîëåíêîâ Âàñèëèé)

Îòâåò: Ïðè k = 2021.

Ðåøåíèå. Ñìîòðè ðåøåíèå çàäà÷è 2 äëÿ 9 êëàññà.

3. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî 2n−1+1 äåëèòñÿ íà n? (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ìèðîøíèêîâ
Àëåêñàíäð)

Îòâåò. Òîëüêî ïðè n = 1.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî n íå ìîæåò áûòü ÷åòíûì. Ýòî òàê, ïîñêîëüêó ÷èñëî
2n−1+1 â òàêîì ñëó÷àå íå÷åòíî, à íå÷åòíîå ÷èñëî 2n−1+1 íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà ÷åòíîå n.

Èòàê, n íå÷åòíî. Åñëè n = 1, òî 20 + 1
... 1, òî åñòü n = 1 ïîäõîäèò.

Ïóñòü n íå÷åòíî è áîëüøå 1. Îáîçíà÷èì m = ‖n− 1‖2, òî åñòü ïîðÿäîê âõîæäåíèÿ ÷èñëà
2 â ðàçëîæåíèå n− 1 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Òîãäà n− 1 = 2mk, ãäå k íå÷åòíî.

Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü n. Ïîñêîëüêó 2n−1 + 1 äåëèòñÿ íà n, òî îíî
äåëèòñÿ è íà p. Íî n− 1 = 2mk, òàê ÷òî 22mk + 1

... p.

Îáîçíà÷èì 2k = t. Òîãäà 22mk + 1
... p ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå t2

m ≡ −1 (mod p). Âîçâåäåì
â êâàäðàò, ïîëó÷èì t2

m+1 ≡ 1 (mod p). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ordp t (ïîêàçàòåëü ÷èñëà t ïî
ìîäóëþ p) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 2m+1, íî íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 2m. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî
ordp t â òî÷íîñòè ðàâåí 2m+1.

Èòàê, ordp t = 2m+1. Íî t è p âçàèìíî ïðîñòû (t � ñòåïåíü äâîéêè, à p íå÷åòíî), òàê ÷òî
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ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà tp−1 ≡ 1 (mod p). À çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó ïîêàçàòåëÿ ïî ìîäóëþ,
p− 1

... 2m+1.

Íî p áûëî ïðîèçâîëüíûì ïðîñòûì äåëèòåëåì ÷èñëà n. Çíà÷èò, âñå ïðîñòûå äåëèòåëè
÷èñëà n èìåþò âèä 2m+1a+ 1 (ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ a). Íî òîãäà è ñàìî ÷èñëî n
èìååò âèä 2m+1a+ 1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî a. À çíà÷èò, n− 1 = 2m+1a äåëèòñÿ íà
2m+1.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó m = ‖n − 1‖2 êàê íàèáîëüøåé ñòåïåíè äâîéêè, íà êîòîðóþ
äåëèòñÿ n− 1. Çíà÷èò, ñëó÷àé n > 1 íåâîçìîæåí.

4. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî x2 + y2 + z2 + 9
16
xy = 1. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ xy + yz + xz. (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ìåùåðèí Èëüÿ)

Îòâåò.
12
√

5 + 8

41
.

Çàìå÷àíèå. Åñëè âû ó÷èòåñü íà 2 êóðñå ÌÔÒÈ, òî äëÿ âàñ ýòî äîëæíî áûòü ñòàíäàðò-
íîé çàäà÷åé. Òóò ïîòðåáóåòñÿ âëàäåíèå ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ÷óòü-÷óòü çíàíèé èç
ëèíåéíîé àëãåáðû, à àëãîðèòì ðåøåíèÿ íîñèò íàçâàíèå "ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà".
Ðàçóìååòñÿ, åñëè áû âû ïðàâèëüíî âîñïîëüçîâàëèñü ýòèì ìåòîäîì, ìû áû çàñ÷èòàëè
òàêîå ðåøåíèå. Íî çäåñü ìû ïîêàæåì, êàê ðåøèòü ýòó çàäà÷ó áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèç-
âîäíûõ è âîîáùå áåç âûñøåé ìàòåìàòèêè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0; 1). Òîãäà èç íåðàâåíñòâà î
ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì ñëåäóþò íåðàâåíñòâà:

a(x2 + y2) > 2axy;

(1− a)x2 +
z2

2
> 2

√
(1− a)x2

z2

2
=
√

2(1− a)xz;

(1− a)y2 +
z2

2
> 2

√
(1− a)y2

z2

2
=
√

2(1− a)yz.

Ñëîæèì ýòè òðè íåðàâåíñòâà. Ïîëó÷èì:

x2 + y2 + z2 > 2axy +
√

2(1− a)(xz + yz).

Íî ïî óñëîâèþ x2 + y2 + z2 = 1− 9
16
xy. Òîãäà íåðàâåíñòâî ïðèîáðåòàåò âèä:

1 >

(
2a+

9

16

)
xy +

√
2(1− a)(xz + yz).

Âûáåðåì a òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî 2a +
9

16
=
√

2(1− a). Ðåøàÿ êâàäðàòíîå

óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî a è ïîìíÿ óñëîâèå a ∈ (0; 1), íàõîäèì a =
12
√

5− 17

32
.

Ïîäñòàâèì â ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî 1 >
3
√

5− 2

4
(xy+ yz+xz).

Îòñþäà xy + yz + xz 6
4

3
√

5− 2
=

12
√

5 + 8

41
.
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Â ýòîì íåðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, åñëè âî âñåõ òðåõ èñõîäíî çàïèñàííûõ íåðà-
âåíñòâàõ äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî. À îíî áóäåò äîñòèãàòüñÿ, åñëè âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî
óñëîâèÿ: ax2 = ay2; (1−a)x2 = z2

2
è (1−a)y2 = z2

2
. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíèìû.

Çíà÷èò, íàéäåííîå íàìè çíà÷åíèå xy + yz + xz äîñòèæèìî.

5. Âûñîòû AD è BE îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð O îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ïàðàëëåëüíî BC,
ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü M � ñåðåäèíà AH.
Äîêàæèòå, ÷òî ∠PMB = ∠QMC. (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Áàðûøåâ Èãîðü)

Íà ÷åðòåæå äîï. ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæåíû ñèíèì öâåòîì, à èíòåðåñóþùèå íàñ äâà óãëà �
êðàñíûì è çåëåíûì.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ∠PMC = 90◦.

Ïóñòü A1 � ñåðåäèíà BC. Òîãäà OA1 = 1
2
AH (ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíî-

ñòè äî ñòîðîíû â 2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû äî îðòîöåíòðà). Ïóñòü Y �
òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ P îòíîñèòåëüíî BC. Òîãäà APY H � ïàðàëëåëîãðàìì, ïîñêîëüêó
îòðåçêè AH è PY ðàâíû è ïàðàëëåëüíû.

Ïðîâåäåì âûñîòó CX â òðåóãîëüíèêå ABC. Òîãäà H ëåæèò íà íåé, è CH ⊥ HY , òî åñòü
∠CHY = 90◦.

Ïóñòü K � ïåðåñå÷åíèå ïðîäîëæåíèÿ âûñîòû AD ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíè-
êà ABC. Òîãäà DH = HK. Çàìåòèì, ÷òî ïðè îòðàæåíèè CHY îòíîñèòåëüíî BC òî÷êà
C îñòàåòñÿ íà ìåñòå, òî÷êà H ïåðåõîäèò â D, à òî÷êà Y ïåðåõîäèò â P . Òî åñòü óãîë
CHY ïåðåõîäèò â óãîë CKP . Çíà÷èò, ∠CKP = 90◦.

Èòàê, ∠CKP = 90◦, à åùå ∠CXP = 90◦, ò.ê. CX � âûñîòà. Çíà÷èò, ÷åòûðåõóãîëüíèê
CKXP � âïèñàííûé.
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Ïóñòü â èñõîäíîì òðåóãîëüíèêå ∠B = β. Òîãäà ∠BCX = 90◦ − β.
Äàëåå, ∠BCK = 1

2
^ BK = ∠BAK = 90◦ − β.

Çíà÷èò, ∠XCK = ∠BCX+∠BCK = 180◦−2β. Òîãäà ∠XPK = 180◦−2β, è ∠APK = 2β.

Çàìåòèì, ÷òî XM � ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà XAH. Ïîýòîìó 4XMA �
ðàâíîáåäðåííûé, ∠XMH = 2∠XAM . Íî ∠XAM = ∠BAD = 90◦−β. Çíà÷èò, ∠XMH =
180◦ − 2β.

∠XMK = ∠XMH = 180◦ − 2β, ∠XPK = 2β, ∠XMK + ∠XPK = 180◦. Çíà÷èò, ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê XKMP � âïèñàííûé.

×åòûðåõóãîëüíèêè CKXP è XKMP âïèñàííûå, à çíà÷èò, XKCMP � âïèñàííûé ïÿ-
òèóãîëüíèê. Íî òîãäà ∠PMC = ∠PXC = 90◦. Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ∠PMC = 90◦,
êàê è çàÿâëÿëè â ñàìîì íà÷àëå.

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ∠BMQ = 90◦, ïðîäåëàâ òå æå ñàìûå ïî-
ñòðîåíèÿ äëÿ âûñîòû BE âìåñòî âûñîòû AD.

Íî åñëè ∠BMQ = ∠PMC, òî, âû÷èòàÿ èç íèõ îáùèé óãîë ∠BMC, ïîëó÷èì ∠PMB =
∠CMQ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

6. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê â êâàäðàòå 57×57 ìîæíî çàêðàñèòü òàê, ÷òîáû íè-
êàêèå 4 çàêðàøåííûõ êëåòêè íå áûëè óãëîâûìè êëåòêàìè íåêîòîðîãî ïðÿìîóãîëüíèêà?
(Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ìåùåðèí Èëüÿ)

Îòâåò. 456.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà äîêàæåì îöåíêó. Ïóñòü âñåãî çàêðàøåíî n êëåòî÷åê. Åñëè â êàêîé-
òî ñòðîêå çàêðàøåíû êëåòêè â ñòîëáöàõ i è j, òî ýòà æå ïàðà ñòîëáöîâ íå ìîæåò áûòü
çàêðàøåíà íè â êàêîé äðóãîé ñòðîêå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäàÿ ïàðà ñòîëáöîâ ìîæåò áûòü
"èñïîëüçîâàíà" íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Âñåãî ïàð ñòîëáöîâ ñóùåñòâóåò 57·56

2
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a1, ..., a57 ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâà êëåòî÷åê, çàêðàøåííûõ â 1-é, ...,
57-é ñòðîêàõ. Òîãäà â ïåðâîé ñòðîêå èñïîëüçîâàíî a1(a1−1)

2
ïàð ñòîëáöîâ, ..., â 57-é ñòðîêå

èñïîëüçîâàíî a57(a57−1)
2

ïàð ñòîëáöîâ.

Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå äîëæíî áûòü
∑57

i=1
ai(ai−1)

2
6 57·56

2
, èíà÷å êàêàÿ-òî ïàðà ñòîëáöîâ

áóäåò èñïîëüçîâàíà áîëåå îäíîãî ðàçà. Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê
∑57

i=1 ai(ai−1) 6 57·56,

èëè
∑57

i=1(a
2
i − ai) 6 57 · 56.

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî
∑57

i=1 ai = n. À çíà÷èò, íàøå íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â òàêîå:

(
∑57

i=1 a
2
i )− n 6 57 · 56, èëè

∑57
i=1 a

2
i 6 57 · 56 + n.

Èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñëåäóåò, ÷òî
∑57

i=1 a
2
i

57
>
(

n
57

)2
, òî åñòü

∑57
i=1 a

2
i >

n2

57
, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ai ðàâíû.

Ïóñòü n = 57 · 8 = 456. Òîãäà íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ïðèîáðåòàåò âèä∑57
i=1 a

2
i >

572·82
57

= 57 · 64. Åñëè ïðè òàêîì n ñäåëàòü âñå ai ðàâíûìè (òî åñòü ðàâíûìè 8),
òî íåðàâåíñòâî ïðåâðàòèòñÿ â ðàâåíñòâî. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïðè òàêîì n áóäåò èìåòü
âèä

∑57
i=1 a

2
i 6 57 · 56 + 57 · 8 = 57 · 64, è ââèäó âûøåñêàçàííîãî, ìû ìîæåì óäîâëåòâîðèòü



Âòîðîé îòêðûòûé òóðíèð Îëèìïèàäíûõ øêîë ÌÔÒÈ ïî ìàòåìàòèêå. Ëåòî 2022 17

ýòîìó íåðàâåíñòâó â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå: êîãäà â íåì äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî åñòü â
êàæäîé ñòðîêå çàêðàøåíî ðîâíî 8 êëåòîê.

Çíà÷èò, ïðè n = 456 ðàñêðàñêà åñëè è âîçìîæíà, òî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà â êàæäîé
ñòðîêå çàêðàøåíî ðîâíî 8 êëåòîê. Â ëþáîì èíîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà áûëà
áû áîëüøå ïðàâîé.

Ïî÷åìó ðàñêðàñêà íåâîçìîæíà ïðè n > 456? Ïóñòü çàêðàøåíî n > 456 êëåòîê. Âíîâü çà-
ïèøåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

∑57
i=1 a

2
i 6 57 · 56 +n. Áóäåì ïðîèçâîëüíî âûáèðàòü ëþáóþ

çàêðàøåííóþ êëåòêó è ïåðåêðàøèâàòü åå îáðàòíî â áåëûé äî òåõ ïîð, ïîêà çàêðàøåí-
íûõ êëåòîê íå ñòàíåò ðîâíî 456. Ïîñëå êàæäîãî òàêîãî äåéñòâèÿ ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà
áóäåò óìåíüøàòüñÿ õîòÿ áû íà 1, à ïðàâàÿ � ðîâíî íà 1. Â êîíöå ìû ëèáî ïðèäåì ê ðà-
âåíñòâó 57 · 64 = 57 · 56 + 456, ëèáî ê íåðàâåíñòâó, ãäå ëåâàÿ ÷àñòü áîëüøå ïðàâîé. Âî
âòîðîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî èñõîäíàÿ ðàñêðàñêà íå ìîãëà áûòü ïðàâèëüíîé, à â ïåðâîì
ñëó÷àå ñðåäè ai íå äîëæíî áûëî áûòü åäèíèö, òî åñòü ïðè êàæäîì íàøåì õîäå ëåâàÿ
÷àñòü íåðàâåíñòâà óìåíüøàëàñòü ñòðîãî áîëåå ÷åì íà 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â èñõîäíîì
íåðàâåíñòâå ïðè n > 456 ëåâàÿ ÷àñòü áûëà áîëüøå ïðàâîé, òî åñòü òàêàÿ ðàñêðàñêà ñ
ñîáëþäåíèåì óñëîâèé íåâîçìîæíà.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ïîñòðîèòü ðàñêðàñêó äëÿ n = 456. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ
ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü ïîðÿäêà 7. Êàê èçâåñòíî, òàêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ñóùåñòâó-
åò, ò.ê. êîíå÷íûå ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè ïîðÿäêà p ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p.
Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî íà òàêîé ïëîñêîñòè áóäåò ðîâíî 72 + 7 + 1 = 57 òî÷åê è ñòîëüêî æå
ïðÿìûõ, ïðè÷åì êàæäàÿ ïðÿìàÿ áóäåò ñîñòîÿòü èç 7 + 1 = 8 òî÷åê.

Ïðîíóìåðóåì ýòè 57 òî÷åê è 57 ïðÿìûõ. Áóäåì çàêðàøèâàòü êëåòî÷êè ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó: â ñòðîêå íîìåð i çàêðàñèì êëåòî÷êó íîìåð j, åñëè è òîëüêî åñëè òî÷êà íîìåð
j ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé íîìåð i. Òîãäà ó íàñ îêàæåòñÿ ðîâíî 8 çàêðàøåííûõ êëåòîê â
êàæäîé ñòðîêå, à âñåãî 57 · 8 = 456 çàêðàøåííûõ êëåòîê.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêèå-òî 4 çàêðàøåííûõ êëåòêè îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê. Ïóñòü îíè
îêàçàëèñü â ñòðîêàõ a è b, è ïóñòü ýòî ñòîëáöû x è y. Íî òîãäà èç íàøåãî ïîñòðîåíèÿ ñëå-
äóåò, ÷òî ÷åðåç äâå òî÷êè x, y êîíå÷íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðîõîäÿò äâå ðàçëè÷íûå
ïðÿìûå (a è b). À ýòî ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìàì ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè (äà è àêñèîìàì
îáû÷íîé ïëîñêîñòè òîæå). Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî. Ïðèìåð ïîñòðîåí.

7. Îäíàæäû Ìóäðåö ñ Âîñòîêà è Ìóäðåö ñ Çàïàäà âñòðåòèëèñü ïîä ñêàëîé, íà êîòîðîé áû-
ëî íà÷åðòàíî íåêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c. Çàïàäíûé Ìóäðåö, óâèäåâ ÷èñëî íà ñêàëå,
çàäóìàë íåêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 1 äî M (íåêîòîðîãî èçâåñòíîãî îáîèì ìóäðåöàì
áîëüøîãî ÷èñëà) è ïðåäëîæèë Âîñòî÷íîìó Ìóäðåöó óãàäàòü åãî. Äëÿ ýòîãî Âîñòî÷íûé
Ìóäðåö äîëæåí áûë âûñå÷ü ñïèñîê èç íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà n âîïðîñîâ ê Çàïàäíîìó
Ìóäðåöó íà ñêàëå ðÿäîì, ïîñëå ÷åãî Çàïàäíûé Ìóäðåö îòâåòèë áû íà íèõ. Îäíàêî Çàïàä-
íûé Ìóäðåö èìååò ïðàâî îòâåòèòü íåâåðíî íà íå áîëåå ÷åì cn âîïðîñîâ. Ïðè êàêîì íàè-
áîëüøåì c Âîñòî÷íûé Ìóäðåö ãàðàíòèðîâàííî ñìîæåò íàéòè òàêîå n è ïîäîáðàòü òàêèå
n âîïðîñîâ, ÷òîáû îòãàäàòü çàäóìàííîå ÷èñëî? (Çàäà÷ó ïðåäëîæèë Ãàðüêóøà Ìàêñèì)

Îòâåò. Ïðè c =
1

4
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Çàïàäíîãî Ìóäðåöà çîâóò Èëüÿ, à Âîñòî÷íîãî Ìóäðåöà çîâóò Ìàêñèì.
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Ñíà÷àëà áóäåì èãðàòü çà Ìàêñèìà. Ïóñòü c = 1
4
. Ïîêàæåì, êàê íàäî äåéñòâîâàòü, ÷òîáû

ïðè ëþáîì M ñóìåòü îòãàäàòü çàãàäàííîå Èëü¼é ÷èñëî.

Âûáåðåì n = 2M−2. Ïðî êàæäîå èç 2M−2 íåïóñòûõ è íå ïîëíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
{1, ...,M} çàäàäèì âîïðîñ: "âåðíî ëè, ÷òî çàãàäàííîå ÷èñëî ëåæèò â äàííîì ìíîæåñòâå"?

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî îòâåòàì ìû îêàçàëèñü íå â ñîñòîÿíèè ïîíÿòü, êàêîå ÷èñëî çàãàäàíî.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà a, b ∈ {1, ...,M}, òàêèõ, ÷òî äàííûå
íàì îòâåòû äîïóñêàþò è òàêîé èñõîä, ÷òî çàãàäàíî ÷èñëî a, è òàêîé, ÷òî çàãàäàíî ÷èñëî b.

Íî ñóùåñòâóåò ðîâíî 2M−1 ìíîæåñòâ, â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíî èç ÷èñåë a, b.
Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ ïðè îäíîì èç çàãàäàííûõ ÷èñåë a, b îòâåò Èëüè áó-
äåò íåâåðíûì. Ðàññìîòðèì òî èç ÷èñåë a, b, äëÿ êîòîðîãî íåâåðíûõ îòâåòîâ ñðåäè ýòèõ
2M−1 îòâåòîâ áîëüøå. Çíà÷èò, èõ õîòÿ áû ïîëîâèíà îò 2M−1, òî åñòü õîòÿ áû 2M−2. Íî
2M−2 > 2M−2 − 1

2
= (2M − 2)/4, òî åñòü êîëè÷åñòâî íåâåðíûõ îòâåòîâ äëÿ ýòîãî ÷èñëà

áîëüøå, ÷åì ÷åòâåðòü îò îáùåãî ÷èñëà âîïðîñîâ. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, äàííûå Èëü¼é
îòâåòû äîïóñêàþò ìàêñèìóì îäíî èç ÷èñåë a, b, è ó íàñ íåò íåîäíîçíà÷íîñòè.

Òåïåðü áóäåì èãðàòü çà Èëüþ. Ïóñòü c > 1
4
. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì M è ïðè íåêî-

òîðîì çàãàäàííîì ÷èñëå ìû ñìîæåì ñâîèìè îòâåòàìè çàïóòàòü Ìàêñèìà, êàêèå áû îí
íè çàäàë âîïðîñû.

Ïóñòü Ìàêñèì âûáðàë êàêîå-òî n è íàïèñàë ñâîè n âîïðîñîâ. Ïîñìîòðèì íà ïåðâûé èç
ýòèõ âîïðîñîâ. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî òàêèõ (íåóïîðÿäî÷åííûõ) ïàð (a, b) ∈ {1, ...,M}2,
÷òî âåðíûå îòâåòû íà ïåðâûé âîïðîñ äëÿ a è b ðàçëè÷íû. Ïóñòü k � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
âûáðàòü ÷èñëî a òàê, ÷òîáû âåðíûì îòâåòîì áûëî "äà", òîãäà M − k � ýòî êîëè÷åñòâî
ñïîñîáîâ âûáðàòü b òàê, ÷òîáû âåðíûì îòâåòîì áûëî "íåò". Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ïàð ÷è-
ñåë (a, b), äëÿ êîòîðûõ âåðíûå îòâåòû íà âîïðîñ ðàçëè÷íû, áóäåò ðàâíî k(M − k). Ýòî
êîëè÷åñòâî ìàêñèìàëüíî, êîãäà k = M

2
. Òî åñòü êîëè÷åñòâî ïàð ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ âåð-

íûå îòâåòû íà ïåðâûé âîïðîñ ðàçëè÷íû, íå ïðåâîñõîäèò M2

4
. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå

âåðíî ïðî êàæäûé èç n âîïðîñîâ.

Âûïèøåì äëÿ êàæäîãî âîïðîñà âñå ïàðû ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ âåðíûå îòâåòû íà ýòîò âî-
ïðîñ ðàçëè÷íû. Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî ïàð ñ ó÷åòîì ïîâòîðîâ, êîòîðûå ìû âûïèøåì,
áóäåò íå áîëåå nM2

4
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè âûïèñàííûõ íàìè ñ ó÷åòîì ïîâòîðîâ ïàð êàæäàÿ âîçìîæíàÿ
ïàðà ïîâòîðÿåòñÿ õîòÿ áû 2cn ðàç. Íî âñåãî âîçìîæíûõ ïàð ðîâíî M(M−1)

2
. Òîãäà âñåãî

äîëæíî áûòü âûïèñàíî õîòÿ áû M(M−1)
2

· 2cn = cnM(M − 1) ïàð. À ó íàñ âûïèñàíî íå

áîëåå nM2

4
ïàð. Çíà÷èò, åñëè M òàêîâî, ÷òî cM(M − 1) > M2

4
, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà,

êîòîðàÿ áûëà âûïèñàíà ìåíåå 2cn ðàç.

Ïóñòü ýòî ïàðà (a, b). Òîãäà íà òåõ âîïðîñàõ, íà êîòîðûõ îíà íå áûëà âûïèñàíà, ìû äà-
äèì âåðíûé îòâåò. Íà òåõ æå (ìåíåå ÷åì 2cn) âîïðîñàõ, íà êîòîðûõ îíà áûëà âûïèñàíà,
ìû â cn ñëó÷àåâ äàäèì îòâåò, âåðíûé äëÿ a, à â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ äàäèì îòâåò, âåðíûé
äëÿ b. Òîãäà Ìàêñèì íå ñìîæåò ïîíÿòü, çàãàäàëè ìû a èëè b, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî èç
íèõ äîëÿ íåâåðíûõ îòâåòîâ áóäåò íå áîëåå c.

Èòàê, åñëè c > 1
4
, òî íàéäåòñÿ òàêîå M (à èìåííî, òàêîå, ÷òî cM(M − 1) > M2

4
), ïðè
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êîòîðîì âîçìîæíî çàãàäàòü òàêîå ÷èñëî, ÷òî êàêèå áû Ìàêñèì íè íàïèñàë âîïðîñû, îí
íå ñìîæåò ïî îòâåòàì îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü çàäóìàííîå ÷èñëî. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.


