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Ñðåäíÿÿ ëèãà (9 êëàññ).

Êàæäàÿ çàäà÷à îöåíèâàåòñÿ èç 7 áàëëîâ. Çà íåïîëíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîãóò ñòàâèòüñÿ ÷àñòè÷íûå áàëëû.
Îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ (äàæå ïðàâèëüíûé) âñåãäà îöåíèâàåòñÿ íóëåì áàëëîâ. Âñå äîêàçàòåëüñòâà äîëæ-

íû áûòü çàïèñàíû íà áóìàãå è äîïóñêàòü âîçìîæíîñòü ðó÷íîé ïðîâåðêè áåç âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ.
Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ îòâåò, äîêàçàòåëüñòâîì íå ñ÷èòàåòñÿ.

1. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå 9 × 9 îòìåòèëè âñå òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè êëåòîê (òî
åñòü âñåãî 100 òî÷åê). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ êâàäðàòîâ, âåðøèíàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ îòìå÷åííûå òî÷êè?
Íàïðèìåð, äëÿ êëåò÷àòîãî êâàäðàòà 2× 2 èõ áûëî áû 6: 4 êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1, åùå 1
êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2 è åùå 1 êâàäðàò ñî ñòîðîíîé

√
2.

2. Òàíÿ ëþáèò âûïèñûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïåðâûå 4
öèôðû îíà âûáèðàåò ïðîèçâîëüíî, à êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ öèôðà ïîëó÷àåòñÿ êàê îñòàòîê
îò äåëåíèÿ íà 10 ñóììû ÷åòûðåõ ïðåäûäóùèõ öèôð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðèìåð, åñëè
Òàíÿ íà÷íåò ñ 1, 2, 3, 4, òî äàëüøå îíà íàïèøåò 0, 9, 6, 9, 4, 8, 7 è òàê äàëåå. Ñåãîäíÿ Òàíÿ
ðåøèëà íà÷àòü íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ öèôð 2, 0, 2, 3. Âñòðåòèòñÿ ëè êîãäà-íèáóäü
â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäðÿä 2, 0, 2, 3 åùå ðàç?

3. Äëÿ íåêîòîðîãî âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñ äëèíàìè ñòîðîí (â ïîðÿäêå îáõîäà) a, b,

c, d îêàçàëîñü, ÷òî åãî ïëîùàäü ðàâíà
√
abcd, à òàêæå â íåãî ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà îêîëî íåãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.

4. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì õàðøàä, åñëè îíî äåëèòñÿ íà ñóììó ñâîèõ öèôð.
Íàïðèìåð, òàêèìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 54, 100, 132. Äîêàæèòå, ÷òî â íàòóðàëüíîì ðÿäå íå
ìîæåò áûòü 22 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë õàðøàä.

5. Íàéäèòå íàèáîëüøåå k, ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x, y, z, òàêèõ, ÷òî x + y + z = 0,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: k(x3 + y3 + z3)2 6 (x2 + y2 + z2)3.

6. Ïóñòü ABCD � ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ íåïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè. Ëó÷è BA è CD, BC
è AD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ
PQ, AC, BD ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

7. Äàí ñâÿçíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè
âûáðàòü ëþáîé öèêë â ýòîì ãðàôå è óäàëèòü âñå ðåáðà â ýòîì öèêëå, òî ãðàô ïåðåñòàíåò
áûòü ñâÿçíûì. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð ìîæåò áûòü â òàêîì ãðàôå?

8. Äàíà êëåò÷àòàÿ òàáëèöà èç n ñòîëáöîâ è m ñòðîê, ãäå êàæäàÿ êëåòî÷êà ïîêðàøåíà â
÷åðíûé èëè áåëûé öâåò, ïðè÷åì ðàñêðàñêè ëþáûõ äâóõ ñòðîê ðàçëè÷àþòñÿ õîòÿ áû â
îäíîé êëåòêå. Íàçîâåì ìíîæåñòâî èç n ñòðîê õîðîøèì, åñëè èç ýòèõ ñòðîê ìîæíî â
íåêîòîðîì ïîðÿäêå (íî áåç ïîâîðîòîâ è îòðàæåíèé) ñëîæèòü êâàäðàò n× n òàê, ÷òî åãî
ãëàâíàÿ äèàãîíàëü áóäåò îäíîöâåòíîé. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì m ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü,
÷òî â òàáëèöå íàéäåòñÿ õîðîøåå ìíîæåñòâî èç n ñòðîê?


