
Òðåòèé îòêðûòûé òóðíèð Îëèìïèàäíûõ øêîë ÌÔÒÈ ïî ìàòåìàòèêå.
Ìàé 2023.

Ìëàäøàÿ ëèãà (8 êëàññ).

Êàæäàÿ çàäà÷à îöåíèâàåòñÿ èç 7 áàëëîâ. Çà íåïîëíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîãóò ñòàâèòüñÿ ÷àñòè÷íûå áàëëû.
Îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ (äàæå ïðàâèëüíûé) âñåãäà îöåíèâàåòñÿ íóëåì áàëëîâ. Âñå äîêàçàòåëüñòâà äîëæ-

íû áûòü çàïèñàíû íà áóìàãå è äîïóñêàòü âîçìîæíîñòü ðó÷íîé ïðîâåðêè áåç âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ.
Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ îòâåò, äîêàçàòåëüñòâîì íå ñ÷èòàåòñÿ.

1. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n âûáðàëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç îòðåçêà [1; 2023]. Íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ÍÎÄ(n, 2024) = 1.

2. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå 9 × 9 îòìåòèëè âñå òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè êëåòîê (òî
åñòü âñåãî 100 òî÷åê). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ êâàäðàòîâ, âåðøèíàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ îòìå÷åííûå òî÷êè?
Íàïðèìåð, äëÿ êëåò÷àòîãî êâàäðàòà 2× 2 èõ áûëî áû 6: 4 êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1, åùå 1
êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2 è åùå 1 êâàäðàò ñî ñòîðîíîé

√
2.

3. Òàíÿ ëþáèò âûïèñûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïåðâûå 4
öèôðû îíà âûáèðàåò ïðîèçâîëüíî, à êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ öèôðà ïîëó÷àåòñÿ êàê îñòàòîê
îò äåëåíèÿ íà 10 ñóììû ÷åòûðåõ ïðåäûäóùèõ öèôð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðèìåð, åñëè
Òàíÿ íà÷íåò ñ 1, 2, 3, 4, òî äàëüøå îíà íàïèøåò 0, 9, 6, 9, 4, 8, 7 è òàê äàëåå. Ñåãîäíÿ Òàíÿ
ðåøèëà íà÷àòü íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ öèôð 2, 0, 2, 3. Âñòðåòèòñÿ ëè êîãäà-íèáóäü
â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäðÿä 2, 0, 2, 3 åùå ðàç?

4. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD ïëîùàäè 1
2
îêàçàëîñü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

AB + BD + DC 6 2. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè ýòîãî ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà?

5. OAPB � ÷åòûðåõóãîëüíèê, â êîòîðîì óãëû ïðè âåðøèíàõ A è B ïðÿìûå, à òî÷êà A
ñèììåòðè÷íà òî÷êå B îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè OP . Òî÷êà M äåëèò AP ïîïîëàì, à òî÷êà
N ëåæèò íà îòðåçêå BM òàê, ÷òî OA = ON . Äîêàæèòå, ÷òî PN = 2MN .

6. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì õàðøàä, åñëè îíî äåëèòñÿ íà ñóììó ñâîèõ öèôð.
Íàïðèìåð, òàêèìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 54, 100, 132. Äîêàæèòå, ÷òî â íàòóðàëüíîì ðÿäå íå
ìîæåò áûòü 22 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë õàðøàä.

7. Íàéäèòå íàèáîëüøåå k, ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x, y, z, òàêèõ, ÷òî x + y + z = 0,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: k(x3 + y3 + z3)2 6 (x2 + y2 + z2)3.

8. Ìèøà âûïèñàë íà äîñêó ÷èñëà îò 1 äî 100 áåç ïîâòîðåíèé â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.
Çà õîä Èëüÿ ìîæåò ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâà ÷èñëà, èìåþùèå ðàçíóþ ÷åòíîñòü. Çà
êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ Èëüÿ ãàðàíòèðîâàííî ñìîæåò óïîðÿäî÷èòü âñå ÷èñëà ïî
âîçðàñòàíèþ?


