
Òðåòèé îòêðûòûé òóðíèð Îëèìïèàäíûõ øêîë ÌÔÒÈ ïî ìàòåìàòèêå.
Ìàé 2023.

Ñòàðøàÿ ëèãà (10 êëàññ).

Êàæäàÿ çàäà÷à îöåíèâàåòñÿ èç 7 áàëëîâ. Çà íåïîëíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîãóò ñòàâèòüñÿ ÷àñòè÷íûå áàëëû.
Îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ (äàæå ïðàâèëüíûé) âñåãäà îöåíèâàåòñÿ íóëåì áàëëîâ. Âñå äîêàçàòåëüñòâà äîëæ-

íû áûòü çàïèñàíû íà áóìàãå è äîïóñêàòü âîçìîæíîñòü ðó÷íîé ïðîâåðêè áåç âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ.
Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ îòâåò, äîêàçàòåëüñòâîì íå ñ÷èòàåòñÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî sin
π

30
> 0, 1.

2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì õàðøàä, åñëè îíî äåëèòñÿ íà ñóììó ñâîèõ öèôð.
Íàïðèìåð, òàêèìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 54, 100, 132. Äîêàæèòå, ÷òî â íàòóðàëüíîì ðÿäå íå
ìîæåò áûòü 22 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë õàðøàä.

3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå k, ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x, y, z, òàêèõ, ÷òî x + y + z = 0,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: k(x3 + y3 + z3)2 6 (x2 + y2 + z2)3.

4. Ïóñòü ABCD � ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ íåïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè. Ëó÷è BA è CD, BC
è AD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ
PQ, AC, BD ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

5. Äàíî ÷èñëî A = [(1 +
√

3)2023], ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò âçÿòèå öåëîé ÷àñòè.
Äîêàæèòå, ÷òî A äåëèòñÿ íà 21012, íî íå äåëèòñÿ íà 21013.

6. Äàí ñâÿçíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè
âûáðàòü ëþáîé öèêë â ýòîì ãðàôå è óäàëèòü âñå ðåáðà â ýòîì öèêëå, òî ãðàô ïåðåñòàíåò
áûòü ñâÿçíûì. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð ìîæåò áûòü â òàêîì ãðàôå?

7. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü Ω ðàäèóñà 10 ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Íà ðàññòîÿíèè 1 îò òî÷-
êè O âûáðàëè òî÷êó A è ïîñòðîèëè ñ öåíòðîì â A îêðóæíîñòü γ ðàäèóñà r, òàê ÷òî îíà
îêàçàëàñü öåëèêîì âíóòðè îêðóæíîñòè Ω, íå êàñàÿñü åå. Çàòåì ïîñòðîèëè îêðóæíîñòü
ω1, êàñàþùóþñÿ îáåèõ ïðåäûäóùèõ îêðóæíîñòåé: γ âíåøíèì îáðàçîì, Ω âíóòðåííèì
îáðàçîì. Äàëåå ïîñòðîèëè öåïî÷êó îêðóæíîñòåé ω2, ..., ω6, ãäå êàæäàÿ îêðóæíîñòü ωk

êàñàåòñÿ âíåøíèì îáðàçîì ïðåäûäóùåé îêðóæíîñòè ωk−1 è îêðóæíîñòè γ, à âíóòðåí-
íèì îáðàçîì � îêðóæíîñòè Ω. Îêàçàëîñü, ÷òî îêðóæíîñòü ω6 êàñàåòñÿ âíåøíèì îáðàçîì
òàêæå è îêðóæíîñòè ω1. Íàéäèòå r.

8. Èëüÿ âûáðàë íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è âûïèñàë íà äîñêó â ïðî-
èçâîëüíîì ïîðÿäêå âñåâîçìîæíûå ïîïàðíûå ñóììû ÷èñåë èç ýòîãî ìíîæåñòâà (âñåãî
îêàçàëîñü âûïèñàíî C2

n ÷èñåë, íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ). Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà
{1, 2, 3, 4, 5} Èëüÿ ìîã íàïèñàòü: 7, 7, 5, 5, 3, 4, 6, 8, 9, 6. Âàñÿ óâèäåë íàïèñàííûå ÷èñëà è
çàõîòåë âîññòàíîâèòü èñõîäíîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n íå ñòåïåíü äâîéêè, òî
Âàñÿ îäíîçíà÷íî ñìîæåò ýòî ñäåëàòü.


